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Untersuchungen an einem Uberschallplasmastrahl mit axialem Strom * **

Kraus RAGALLER

Elektrophysikalisches Institut der Technischen Hochschule Miinchen

(Z. Naturforschg. 21 a, 1260—1269 [1966] ; eingegangen am 6. April 1966)

Starting from a parallel jet concept the linearized magnetogasdynamic equations are solved for
a supersonic free plasma jet with an axial current. The solution is given in terms of the magnetic
pressure number. A critical magnetic pressure number depending on the Maca number is derived.
Below this value standing periodic pressure waves occur, as in the gasdynamic case. For higher

values the pressure distribution is non-periodic.

Experiments are performed with a supersonic argon jet. The Macr number is determined by the
shock angle at a cone. The pressure distribution in the axis of the jet is measured by a pressure
probe. The experimental results are consistent with the theoretical predictions.

Zum experimentellen Studium der Dynamik hei-
Ber Gase (Magnetogasdynamik) eignen sich die mit
Plasmabrennern erzeugten Plasmastrahlen. Beson-
ders vorteilhaft bei einem Vergleich mit anderen
Plasmaquellen, wie z. B. Stowellenrohr oder Plasma-
kanone, ist die Stationaritdt und die relativ grofle
Ausdehnung von Plasmastrahlen. Dagegen fallt ein
Vergleich von Leitfahigkeit und Geschwindigkeit zu-
ungunsten der Plasmastrahlen aus, was u. a. in den
Verlusten an den wassergekiihlten Diisen, die zur
Formung des Strahls erforderlich sind, begriindet
ist.

Um hierin Verbesserungen zu erzielen, wird fiir
die folgenden Untersuchungen ein hoher axialer
Strom durch den Freistrahl geschickt. Der gleiche
Weg wurde unabhingig auch von Perers?! einge-
schlagen, insbesondere im Hinblick auf den zur
Strahlbeschleunigung giinstigen Einflul} eigenmagne-
tischer Kréfte. In der vorliegenden Arbeit werden
die Auswirkungen magnetischer Krifte auf die
Strahlstruktur im Uberschallgebiet niher untersucht.

1. Problemstellung

Aus der Gasdynamik ist bekannt 2, daf} ein sogen.
unterexpandierter Uberschallstrahl, der entsteht,
wenn der Druck am Ende der Lavavr-Diise p; héher
als der AuBlendruck p, ist, periodische Verengungen
und Erweiterungen aufweist (Abb.1). Entsprechend
zeigt der Druckverlauf in der Achse an Engstellen
des Strahls Maxima und an Erweiterungsstellen

* Auszug aus der von der Fakultit fiir Maschinenwesen und
Elektrotechnik der Technischen Hochschule Miinchen ge-
nehmigten Dissertation des Dipl.-Ing. Kravs RacaLLER.

*# Auszugsweise auch vorgetragen auf der VII. Intern. Conf.
on Phenomena in Tonized Gases, Belgrad 1965.

Minima. Der Abstand zweier Verdichtungen wird
als Wellenldange 1 bezeichnet.

Wird nun durch einen Uberschallplasmastrahl die-
ser Struktur in axialer Richtung ein Strom geschickt
und nimmt man an, dal durch den Strahlrand
— definiert als diejenige Flache, die die vom Di-
senrand stammenden Teilchen durchlaufen — auch
der leitfahige Bereich begrenzt ist, dann hat man
einen Lichtbogen variablen Querschnitts, wie er von
Makecker 2 untersucht wurde.
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z

Abb. 1. Strahlrand und Druckverteilung in der Strahlachse
beim periodischen Strahl.

Die magnetischen Krifte, die durch das Zusam-
menwirken der Stromdichte j mit ihrem Eigen-
magnetfeld B entstehen, bewirken eine axiale und
radiale Beschleunigung des Plasmas. In Abb. 1 sind
diese magnetischen Kriéfte in den urspriinglichen
Strahlverlauf eingezeichnet. Das Problem besteht im
folgenden gerade darin, den Strahlverlauf unter dem

! Tr. Perers, Z. Naturforschg. 19 a, 1129 [1964].

2 R. Sauer, Einfiihrung in die Gasdynamik, Springer-Verlag,
Berlin 1960.

3 H. Makcker, Z. Phys. 141, 128 [1955].
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UBERSCHALLPLASMASTRAHL MIT AXIALEM STROM

Einflul magnetischer Krafte zu ermitteln. Die statio-
ndren Druckwellen modifizieren durch Verdnderung
des Strahlrandes die magnetischen Krifte und um-
gekehrt wird durch letztere die Impuls- und Druck-
bilanz beeinfluflt.

2. Theoretische Untersuchungen
2.1 Gleichungen

Zur Behandlung des Problems werden die ma-

gnetogasdynamischen Gleichungen in folgender
Form verwendet:
divov=0, (1)
o(Wgrad) v= —gradp+jxB, (2)
dp/do=nRT, (3)
j=o0(E+vxB), (4)
rotE=0, (5)
rotB=puj. (6)
Dabei ist:
o = Dichte,
p=Druck,

T = Temperatur,
» = Geschwindigkeit,
= Stromdichte,
B = magnetische Induktion,
n=Polytropenexponent,
E = elektrische Feldstirke,
4 =magnetische Permeabilitit,
R = Gaskonstante,
o = elektrische Leitfdhigkeit.

Gl. (3) gilt bei Annahme einer polytropen Zu-
standsinderung p 0" =const mit 1 <n<y=cy/c,.
Aus Gl. (4) folgt durch Rotorbildung zusammen mit
Gl. (5), wenn o= const angenommen wird,

rotj=orotvxB.

Der Ausdruck rotv x B wird zunichst Null gesetzt,
was der Annahme kleiner magnetischer REyNoLDs-
Zahlen entspricht. Dann gilt:

rotj=0. (7)

Der EinfluB der magnetischen RevynoLps-Zahl auf
die Losung wird weiter unten diskutiert.
Reibungseinfliisse werden vernachlassigt, was im
Strahl wegen der geringen Geschwindigkeitsgradien-
ten gerechtfertigt ist. Am Strahlrand erzeugen sie
jedoch eine turbulente Mischungszone. Deren Vor-
riicken in den Strahl mit zunehmendem Abstand
vom Diisenende wird ebenfalls vernachlassigt.
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2.2 Losungsmethode

Der Uberschallgasstrahl wurde erstmalig von
PranprL ¢ theoretisch untersucht. Er geht von einem
Parallelstrahl aus, der auch experimentell verwirk-
licht werden kann, wenn der Druck am Diisenende
dem AufBlendruck gleich ist. Die Gleichungen werden
dann linearisiert beziiglich der Abweichung aller
Groflen von ihren Werten im Parallelstrahl und
durch einen Separationsansatz unter Beriicksichti-
gung der Randbedingungen am Strahlrand gelost.
Die so gewonnene Losung, die die Randbedingun-
gen an der Disenmiindung nicht beriicksichtigt,
stimmt dennoch relativ gut mit experimentellen Be-
obachtungen iiberein, sogar in Bereichen, wo die
Linearisierungsbedingungen nicht mehr erfiillt sind.
Diese iiberraschende Tatsache wurde von Pack ® ge-
deutet.

Zur theoretischen Untersuchung des Uberschall-
plasmastrahls mit axialem Strom wird das PranporL-
sche Verfahren auf die Gln. (1) bis (6) angewendet.

2.3 Parallelstrahl

Als Grundl6ésung wird wie bei PranprL ein Par-
allelstrahl verwendet (s. Abb.2). Die Groflen des
Parallelstrahls werden mit dem Index O gekenn-
zeichnet. Innerhalb des Strahls 0<r <R werden

v

Abb. 2. Parallelstrahl mit axialem Strom.

konstante Geschwindigkeit v, und Stromdichte j,
angenommen; auflerhalb fiir 7> R seien beide Null.
Aus Gl. (2) folgt unter diesen Annahmen:

Opo/Or = — j0 Boo - (8)
B, kann aus Gl. (6) bestimmt werden:
Bn=pujor/2 fir O<r<R. 9)

Gl. (9) in Gl. (8) eingesetzt und integriert liefert
die bekannte 3 Druckerhohung in einem zylindrischen

Lichtbogen:
po(r) =1 R2pjz (1 — (r/R)®) + ps.-

2.4 Linearisierung der Gleichungen

(10)

Die Abweichungen der einzelnen Grofen von
ihren Werten im Parallelstrahl werden Storgréfien

4 L. Pranpry, Phys. Z. 5, 599 [1904].
5 D. C. Pack, Quart. J. Mech. Appl. Math. 3, 173 [1950].
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genannt und durch einen Stern gekennzeichnet. In
die Gleichungen ist die Summe von Grundgroflen
und StorgroBen einzusetzen. Wird angenommen,
daf} die Storgrofen klein von erster Ordnung sind,
dann dirfen deren Produkte in den Gleichungen
vernachlédssigt werden. Aus den nicht-linearen Gln.

(1) und (2) folgt damit:
0o div v* +v* grad 9, + 0" div vy + v, grad 0o* =0;

(11)
0o[ (Vg grad) v* + (v* grad) vy] +0* (v, grad) v,
= —gradp* +jo X B*+j* x B,
—grad pg+jox By, (12)
und aus Gl. (3) wird:
gradp*=nRT,grado* +nRT* grado,. (13)

Die Gleichungen werden durch folgende Annahmen
weiter vereinfacht: o, = const und 7= const. Dann

wird aus Gl. (13):

grad p*=n R T grad o*, (14)

wobei n R Ty=c? konstant ist. ¢ bedeutet fiir n=7y
die Schallgeschwindigkeit und wird deshalb im fol-
genden auch fiir beliebige n so genannt. In Gl. (11)
fallen die Glieder mit grad ¢y und divv,y, in Gl
(12) die mit grad v, weg, ferner die beiden Glieder
grad py und j,x By, die sich nach Gl. (8) gegen-
seitig kompensieren. Die restlichen Gleichungen kon-
nen, da sie linear sind, unmittelbar auf die Stor-
grollen angewendet werden.

2.5 ,,Periodischer Strahl®

Zunichst wird wie bei PranprL eine periodische
Abhangigkeit der Storgrolen von der Achsenkoordi-
nate z angesetzt, um die Losung zu finden, die im
Grenzfall verschwindenden Stroms in die gasdyna-
mische Losung iibergeht.

2.51 Stromdichte und Magnetfeld

Aus den GIn. (6) und (7) konnen zunichst die
elektrische Storstromdichte und das Stormagnetfeld
berechnet werden. Aus Gl. (6) folgt divj*=0.
Zusammen mit Gl. (7) erhidlt man daraus durch
Elimination von j,* die Differentialgleichung fiir j.*:

3%,* l_ali+ %" _ . (15)

or? r or 322

Fiir j.* wird angesetzt:

j*=J](r)sinfz, (16)

K. RAGALLER

wobei J ein konstanter Amplitudenfaktor ist. Fiir ¢
ergibt sich dann aus Gl. (15) :

o= 3 FIN" =1o(6);

n=0 n!)z"

(7)

mit /(S r) =modifizierte Besser-Funktion nullter
Ordnung®. Fiir I, ist die Reihenentwicklung um
r=0 mit angegeben; mit dieser wird im folgenden
weiter gerechnet, da eine geschlossene Berechnung
nicht moglich ist.

Aus Gl. (7) folgt schlieBllich mit diesem Ergeb-

nis:

. S (n+1) (Br[2)2n+1
i=—JomBz 3 reemm o (18
und aus Gl. (6):
N s S (B[2)en p2nt2
Bq) = */:* ] smﬂz ,,2=‘07 lf,{ﬁz ’2r;+2 . (19)

2.52 Geschwindigkeit und Druck

Mit diesen jetzt bekannten Storgroflen stellen die
Gln. (11), (12) und die beiden Komponenten von
Gl. (14) ein System von vier Differentialgleichungen
fiir die vier Unbekannten v,*, v,*, p* und o* dar.

Durch Elimination von p* und 0* erhalt man dar-
aus die Differentialgleichung:

S+ -0 G 4 224 o, (20)
wobei die Macu-Zahl des
M =v,/c eingefithrt wurde.

In diese Gleichung wird mit folgendem Separa-

tionsansatz eingegangen:

ungestorten  Strahls

v,*=wf,(r) cos Bz,
v, = —wpffs(r) sinfz; (21)

w ist darin ein konstanter Amplitudenfaktor. Fiir
die radiale Abhingigkeit der StorgroBen miissen
zwei unabhingige Funktionen f; und f, eingefiihrt
werden, da die Stromung nicht wie im gasdynami-
schen Fall rotationsfrei ist. Die Funktionen werden
so gewahlt, dal sie im gasdynamischen Grenzfall
ineinander ibergehen.

Zwischen f; und f, 1dBt sich allgemein aus Gl. (12)
ein Zusammenhang gewinnen, wenn die r-Kompo-
nente dieser Gleichung nach Op*/3r, die z-Kompo-
nente nach Op*/Oz aufgeldst und erstere nach r, letz-
tere nach z integriert werden. Man erhalt so zwei

8 E. Jannke, F. Empe u. F. Loscu, Tafeln hoherer Funktio-
nen, Teubner-Verlag, Stuttgart 1960.
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Ausdriicke fiir die Druckstorung. Setzt man darin
die Gln. (16) bis (19) und GIl. (21) ein, dann er-
gibt sich aus der r-Komponente:

p*=QvoBwfisinfz

v ¥ o0 ( 2)2n +2
_,u]zo]smﬂz ,,‘Zo 'l(?—r/{!)_’» —(2’;_*_2)2 7'2”+2, (22)

wobei der konstante Anteil der Entwicklung von f,
als Integrationskonstante anzusehen ist, und aus der
z-Komponente:

p* =0 vowpfysinfz
—pjnlsingz > "
n=0

Ein Vergleich von Gl. (22) und (23) liefert:

+1) (ﬁ/z) 2n r2n+2
4[(n+1)1]2

(23)

_ 22 3 (B2)%m st
hi=fa= M B ,,Zo 4[(n+1) 112 ° (24)
wobei a definiert wird zu
a=Ujov0J/(20c%w). (25)

Aus Gl. (21) kann die Form des Strahlrandes
rRand = f (z) berechnet werden. Es gilt innerhalb der
linearen Naherung:

drRand _ o (Rand) _ wf/(R)cosfz (96,
dz V20 V20 ’
bzw. FRana(2) = 2 KR sinfz+R. (27)
v0 B

Dieser Strahlrandverlauf entspricht genau dem in
Abb. 1 dargestellten periodischen Strahl. Fir die
Wellenlidnge A gilt: A=27/f. Auch der Druckver-
lauf nach Gl. (22) oder (23) stimmt mit dem in
Abb. 1 dargestellten iiberein.

Nach dieser Vorarbeit kann jetzt die Losung der
Gl. (20) berechnet werden. Setzt man Gl. (21) und
(24), sowie Gl. (18) und (9) in Gl. (20) ein, dann
erhilt man die folgende gewdhnliche Differential-
gleichung fiir die Unbekannte f, (r) :

1+ —i— H+m2B

e ~(ﬁ;/2)2n+1,2n+2 (mz

~a 3 Plarone e Tt =0, (28)

wo zur Abkiirzung m= VM2 -1 (29)

eingefithrt wurde. Fiir verschwindenden Strom im
Strahl, d. h. j,0=0 und somit nach Gl. (25) a=0,
wird aus Gl. (28) die BesseLsche Differentialglei-
chung. Als Lésung ergeben sich in diesem Fall un-
mittelbar die Gleichungen der PranpTLschen Losung.
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Die hier interessierende partikuldre Losung der
Diff.-Gl. (28) laBit sich durch folgenden Potenz-
reihenansatz, in dem die Symmetriebedingung auf

der Achse schon beriicksichtigt ist, finden:
Ji= 2 e (30)
n=0
Gl. (30) wird in Gl. (28) eingesetzt:
2(2n4+2)(2n+1) cpyy ™
n=0
+2(2n+2) c"+1r2n+m2ﬂ220nr2n (31)
n=0 n=0

x® 92)2n—1 y2n 2
Lo § mE

m2

n=1

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man daraus fiir
n=0:

C= - % m? ﬂZ,

und ab n=1 die Rekursionsformel

m? B a(f[2)2=1 (m?
sntnt o dfan e (o 7] B9

(32)

Ch+1= —

ZweckmaBigerweise filhrt man folgende normierte
Groflen ein:

b=pfR, a=aR3M? o,=r/R. (34,35,36)

Mit diesen Groflen gilt dann z.B. fiir die ersten
Glieder der Reihe von f,:
e (B g B
=1 ( g 2b)‘9’

("1‘ B , ab

64 32

(37)
m2).9,4—— 4+ vvs

2.53 Randbedingungen

Die beiden Parameter b und J/w [s. Gl. (25)],
die jetzt noch z.B. in Gl. (37) auftreten, werden
mit Hilfe folgender beider Randbedingungen elimi-
niert:

Erstens mufl am Strahlrand, der in erster Nahe-
rung durch r=R oder o, =1 gegeben ist, die Druck-
storung verschwinden, d. h.

p*(er=1) =0. (38)

Zweitens mul} am Strahlrand, der ja auch als Grenze
des leitfdhigen Bereichs angenommen wird, der
Stromdichtevektor parallel zum Geschwindigkeits-
vektor sein, d. h. in linearer Naherung gilt:

Jr"(R) [jn=v:"(R) [v. (39)
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Normiert man Gl. (22) und setzt sie in Gl. (38)
ein, dann erhalt man:

n+2
(2n+2)2 °

2a S (b/2)2n
fl('Qrzl):TaZ (/)
n=0

(nh)®

(40)

Gl. (40) stellt einen Zusammenhang zwischen den
beiden GroBlen b und a her.

Aus Gl. (39) folgt, wenn Gl. (18) und Gl. (21)
eingesetzt werden:
J _ o —(dfi(en/dene=1  j,

— vzoRg(aab)'

w v0R =
2

(n—1) (5/2)2n—1

[(n—1)1]2 (41)

n=0

In dem zur Abkiirzung mit g(a, b) benannten Bruch
laBt sich mit Gl. (40) a eliminieren, so daf} g nur
noch eine Funktion von b allein wird: g=g(b).
Durch Division der Grofle a durch diese Funktion
erhalt man den Ausdruck:

a/g(b) =C=u jzo R¥/ (2 0 v20).

C hiangt nur noch von Parametern des Parallel-
strahls ab, die als gegeben angesehen werden. Des-
halb wird die Losung als Funktion von C dargestellt.
Die Grofle C kann anschaulich interpretiert werden,
wenn nach Gl. (9) j, durch das Magnetfeld an
irgendeiner Stelle, z. B. durch dasjenige am Strahl-
rand, ersetzt wird. Man erhilt dann:

C=2[Bj (R)/(2 1) 1/[20 vio/2]

BZo(R)/2 p stellt den ,magnetischen Druck“ am
Strahlrand dar, 0,v%/2 den ,Geschwindigkeits-
druck® des Parallelstrahls. Das Verhiltnis beider
Groflen wurde von Cowring 7 eingefiithrt und wird
daher als Cowringsche Zahl bezeichnet.

(42)

(43)

2.54 Ergebnisse

In Abb. 3 ist die Wellenlange als Funktion der
Cowringschen Zahl fiir verschiedene Macu-Zahlen
als Parameter aufgetragen. Fir C =0 ergeben sich
die Praxprischen Werte. Mit wachsendem C steigt
auch die Wellenldnge an, bis ein von der Macu-Zahl
abhéngiger kritischer Wert der CowriNgschen Zahl
C, erreicht ist. Fir noch hohere Werte von C exi-
stiert die periodische Losung nicht mehr. Cg héngt
von der Macr-Zahl in folgender Weise ab:

C.=2/(M2-1,5). (44)

7 T. G. Cowring, Magnetohydrodynamics, Interscience Pub-
lishers Inc., New York 1957.
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Abb. 3. Wellenldnge als Funktion der Cowrineschen Zahl C
beim periodischen Strahl.

Abb. 4 zeigt die radiale Verteilung der axialen Kom-
ponente der Storgeschwindigkeit fiir verschiedene
Cowringsche Zahlen. Im Unterschied zur gasdyna-
mischen Losung (C=0) wird das Plasma auch am
Strahlrand beschleunigt bzw. verzogert. Dies ist eine

12 T T T T
f, .
10 =

08 | §

06 | =]

04 .

02 -

0 1 1 1 1
0 02 04 05 08 Q 19

Abb. 4. Axiale Komponente der Geschwindigkeitsstorung als
Funktion des normierten Radius beim periodischen Strahl.

unmittelbare Konsequenz der magnetischen Krifte,
wie man sofort aus der BernourLischen Gleichung,
erweitert um die magnetische Kraft, sieht:

vy dp 1 B2(R)
d(z’)_ 0 gd( 2u >’ L
denn am Strahlrand ist dp =0.

Die Beschleunigung bzw. Verzogerung des Plas-
mas nicht nur in der Achse, sondern auch am Strahl-
rand, die bei hoherem C nach Gl. (45) zunimmt,

erklart anschaulich die Zunahme der Wellenlidnge
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und das Versagen der periodischen Losung bei
einem C, das groBer als der kritische Wert Cy ist.
Durch das Zuriickbleiben des Gases am Strahlrand
entsteht ja in der Achse Unterdruck, der wieder zu
einer Kontraktion des Strahls fiihrt. Bei einer Mit-
beschleunigung des Gases am Rand ist eine groflere
Strecke erforderlich, um den gleichen Unterdruck zu
erzeugen. SchlieBlich bildet sich in der Achse iiber-
haupt kein Unterdruck mehr aus und der Strahl
wird nicht-periodisch.

2.6 Nicht-periodischer Strahl

Um Aussagen iiber den Strahl auch im Bereich
C>C;, wo die periodische Losung versagt, zu er-
halten, wird das Verhalten von exponentiellen An-
sitzen fir die StorgroBen studiert.

An Stelle von Gl. (16) tritt jetzt:

it =1p(r) e #, (46)

und an Stelle von Gl. (21) treten die Gleichungen:
v=wf,(r) e %, v, = —wphfs(r) e Pz (47)
Fir diese Ansitze brauchen nicht alle Rechnungen
wiederholt zu werden, da sich die Losung hierfiir
durch Ubergang zu imaginiren Argumenten in der

periodischen Losung finden 1aBt. Im folgenden wer-
den deshalb nur die Ergebnisse aufgefiihrt.

Fiir ¢ ergibt sich: @ (r) =J,(fr) (48)
und fiir die r-Komponente von j*:
irt=111(Br) e 2. (49)

In Abb.5 ist qualitativ das Feldlinienbild der
Gesamtstromdichte j = j, e, + j* skizziert. Der An-
satz nach Gl. (46) ist nur in einem beschrankten
Bereich von f sinnvoll. Da die Funktion /,(8r) in
Gl. (49) bei fr=3,84 eine Nullstelle hat, laufen
alle Stromlinien an der Stelle r=3,84/8 parallel

r
r=3,84/p

Abb. 5. Stromdichtelinien beim nicht-periodischen Strahl.
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zur z-Achse. Wegen der festgelegten Richtung der
Feldlinien kann in der Umgebung dieser Stelle die
Randbedingung j parallel v nicht erfillt werden.
Im folgenden wird der Fall fr<1 untersucht. Die
Ergebnisse konnen sicher qualitativ auf den Fall
hoherer Werte von fr iibertragen werden.

Aus den Gln. (47) kann wieder der Strahlrand
sowie die Druckverteilung berechnet werden. Abb. 6
stellt beide Verldufe dar. Das Plasma expandiert
ohne Uberschwingen auf den AuBendruck, d. h. die
j x B Krifte wirken wie eine verlingerte LavaL-
Diise, die zum Parallelstrahl fiihrt.

Z

Abb. 6. Strahlrand und Druckverteilung in der Strahlachse
beim nicht-periodischen Strahl.

Durch Lésen der Differentialgleichungen unter
Beriicksichtigung der Randbedingungen genau wie
beim periodischen Strahl kann ein Zusammenhang
zwischen dem Exponentialfaktor g in Gl. (45) und
(46) bzw. b= R und der Cowvringschen Zahl, die
nach wie vor durch Gl. (42) gegeben ist, gefunden
werden. Dieser Zusammenhang ist in Abb. 7 fiir
verschiedene Macu-Zahlen dargestellt. b nimmt mit
C zu, d. h. der Ubergang zum Parallelstrahl erfolgt
bei einem fest vorgegebenen Druckverhiltnis in der

10 T

b

08

06 -

04

02 -

1 1 1

0 02 04 06

1
08 C 1o

Abb. 7. Exponentialfaktor b als Funktion der Cowrixecschen
Zahl C beim nicht-periodischen Strahl.
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Achse auf einer um so kiirzeren Strecke, je grofler
C ist. Dies liegt daran, dal die magnetischen Krifte
zweierlei bewirken:

Erstens baut die radiale Komponente einen Druck
in der Achse auf, dessen Gradient eine axiale, aber
auch eine radiale Beschleunigung des Plasmas be-
wirkt. An einer Erweiterungsstelle wirkt dieser Be-
schleunigungsanteil radial nach auflen und ist somit
fiir die mit wachsendem C schneller erfolgende Auf-
weitung des Strahls verantwortlich.

Zweitens beschleunigen die jxB Krifte das
Plasma direkt ohne Umweg iber einen Druckauf-
bau. Dieser Anteil verhindert trotz der schnellen
Aufweitung des Strahls eine Uberexpansion.

2.7 EinfluB der magnetischen Reynolds-Zahl

Die Ergebnisse der vorigen Abschnitte wurden
in der Naherung R,, <1, d. h. bei Vernachldssigung
der Rotation der induzierten Feldstarke gefunden.
Die Losung zeigt jedoch die bemerkenswerte Eigen-
schaft, daf} sie weitgehend unabhéngig von R, ist,
da die induzierte Feldstirke durch Oberflachenladun-
gen am Strahlrand kompensiert werden kann. Dies
ist immer moglich, wenn rotv x B=0 erfiillt ist,
was in unserer Losung in linearer Néherung der
Fall ist und auch anschaulich aus der Tatsache folgt,
daf} z.B. an Strahlerweiterungsstellen eine hohere
Geschwindigkeit, dafiir aber ein niedrigeres Magnet-
feld herrscht, so dafl v x B konstant ist.

3. Experimentelle Untersuchungen an einem
Uberschallplasmastrahl mit axialem Strom

Eine experimentelle Nachpriifung der theoreti-
schen Untersuchungen des ersten Teils erfordert eine
Apparatur zur Erzeugung eines Uberschallplasma-
freistrahls, durch den in axialer Richtung ein elek-
trischer Strom geschickt werden kann. Die in der
Theorie auftretende CowLiNGsche Zahl

C = ji R¥2 0%

soll dabei die Groflenordnung 1 erreichen.

Erstmalig wurde ein Uberschallplasmastrahl von
Perers ® experimentell verwirklicht. In einer teil-
weise mit Wasser gefiillten Brennkammer brannte
zwischen einer Kathode und einer Graphitanode, die
zu einer Lavar-Diise ausgestaltet war, ein Licht-
bogen. Bei einem Uberdruck in der Kammer von

8 Tu. Perers, Naturwiss. 24, 571 [1954].
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50 atii erreichte der in die freie Atmosphére aus-
tretende Plasmastrahl eine Macu-Zahl von etwa 1,7.
Wegen der starken Abnutzung der Graphitelektro-
den wurde von PerERs® eine Brennerkonstruktion
mit erosionsfreien Elektroden (Wolframkathode,
Anode aus wassergekiihltem Kupfer) entwickelt. Al-
lerdings ist es mit dieser Anordnung nicht mehr
moglich, Uberdrucke der genannten GroRenordnung
im Brennraum herzustellen. Will man dennoch mit
diesem Brenner einen Uberschallstrahl erzeugen, so
bleibt nur die Moglichkeit, das Plasma von etwa
Atmosphérendruck auf Unterdruck expandieren zu
lassen. Fir diese Maflnahme spricht aulerdem die
niedrige Dichte im Strahl, die die Verwirklichung
hoher C-Werte wegen C o 1/9, begiinstigt. Nach die-

. sen Gesichtspunkten wurde eine Plasmastrahlappa-

ratur mit Brenner, Unterdruckkessel und Pump-
anordnung erstellt.

In Abb. 8 ist schematisch der Brenneraufbau dar-
gestellt. Zwischen einer Kathode 1 und der Lavav-Diise,
die als Anode geschaltet ist, brennt ein Lichtbogen.
Konzentrisch zur Kathode wird Argon in die Brenn-
kammer eingeblasen. Das im Lichtbogen aufgeheizte
Gas expandiert durch die Lavar-Diise auf einen Aufen-

1 Torr

Kaskaden-

Kathode 1 platten

Anode Kathode 2

Abb. 8. Schematische Darstellung des Plasmabrenners.

druck der GroBenordnung 1 Torr. Bei einem Gasdurch-
satz von 5-1073 g/s stellt sich in der Brennkammer ein
Druck von 100 Torr ein. In einer Entfernung von etwa
10 Diisenenddurchmessern ist im Freistrahl die Ka-
thode 2 eines zweiten Stromkreises angebracht, dem
ebenfalls die Lavar-Diise als Anode dient. Das letzte
Stiick der Lavav-Diise besteht aus ,Kaskadenplatten®,
d. h. voneinander isolierten wassergekiihlten Kupfer-
platten, die fiir den Lichtbogen so lange einen Isolator
in axialer Richtung bilden, wie die Lichtbogenspannung
lings der Plattendicke nicht ausreicht, um einen Ka-
thoden- und Anodenfall an der Platte zu erzeugen.

9 Tu. PeTers, Astronaut. Acta 7, 150 [1961].
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Das Prinzip der ,Kaskadierung® von BogengefiBen
wurde erstmalig von Magcker !° angegeben. Durch Kas-
kadierung des Diisenendes erreicht man, daB der duBere
Lichtbogen nicht schon an der Diisenvorderseite ansetzt,
sondern in die Diise bis zur Anode brennen mufl. Der
Vorteil einer Anordnung mit zwei Stromkreisen besteht
darin, daB8 der engste Querschnitt stromfrei ist.

Der Strom in Kreis 1 wird konstant auf 150 A ein-
gestellt. Die untersuchten Eigenschaften des Strahls er-
wiesen sich als weitgehend unabhédngig von dieser
Stromstarke.

Abhéngig vom Strom in Kreis 2 verdndert sich in-
folge Jourescher Heizung in der Diise der Uberdruck
am Diisenende. Dieser Verlauf wurde mittels eines Ol-
manometers, das an eine radiale Bohrung in die vor-
derste Kaskadenplatte angeschlossen ist, gemessen. In
Abb. 9 ist der so ermittelte Druck am Diisenende (pi),
der bei Uberschall vom AuBendruck unabhingig ist,
als Funktion des Stromes in Kreis 2 aufgetragen.

16 T T
Pi
[Torr]
12 + .
0,
8 4
4 + .
0 1 1
0 200 400 I [A] 600

Abb. 9. Druck am Diisenende (pi) als Funktion der Strom-
starke im Strahl.

3.1 Strahlform

Zunichst wird die Leuchterscheinung der Ent-
ladung an Hand von photographischen Aufnahmen
diskutiert. Die Abb. 10, 11 und 12 * zeigen eine
Serie von Strahlaufnahmen bei einem konstanten
Auflendruck von p,=2 Torr und bei einem Strom
von 100, 200 und 600 A durch den Strahl.

In Abb. 10 ist der theoretisch bei dieser niedri-
gen Stromstirke noch zu erwartende periodische
Strahlrand gut zu erkennen, ebenso der erhdhte
Druck an den Engstellen durch die hohere Leucht-
dichte. Die helle Aureole in den Abb. 10 bis 12
konnte durch eine spektrographische Aufnahme als
das Leuchten von zerstiubtem Kathodenmaterial
identifiziert werden, das durch die Riickstrémung

10 H. MaEckeR, Z. Naturforschg. 11 a, 457 [1956].
* Abb. 10—12 auf Tafel S. 1268 a.
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in die turbulente Mischungszone transportiert wird.
Die Aureole markiert somit diese Turbulenzzone,
die mit zunehmendem Abstand von der Diisenoff-
nung zur Strahlachse vorriickt und somit die Giiltig-
keit der (laminaren) Theorie begrenzt. In Abb. 10
sind deshalb die periodischen Verdichtungen etwa
von da ab nicht mehr zu beobachten, wo die turbu-
lente Mischungszone die Strahlachse erreicht hat.

In Abb. 11 ist die Strahlstruktur wesentlich weni-
ger ausgeprigt, obwohl nach Abb. 9 der Uberdruck
am Diisenende hoher ist. Die erste Verdichtung ist
gerade noch zu erkennen.

In Abb. 12 schliellich, bei 600 A, ist keine Ver-
dichtung im Strahl mehr nachzuweisen, weder am
Strahlrand, noch als helleres Leuchten in der Achse.
Die grofere Strahlbreite bei wachsender Stromstirke
liegt einerseits an dem hoheren Druck am Diisen-
ende (Abb.9), andererseits daran, daBl der leit-
fahige Bereich, der etwa durch die Leuchterscheinung
markiert wird, iiber den Strahlrand, der als innere
Begrenzung der Aureole anzusehen ist, hinausreicht.

Der Ubergang vom periodischen zum nicht-peri-
odischen Strahl, der theoretisch durch die Grenze
der Brauchbarkeit verschiedener Ansitze gegeben
ist, erfolgt demnach im Experiment stetig. Der Un-
terschied diirfte daran liegen, dal in der Theorie
die Randbedingungen an der Diisenmiindung nicht
beriicksichtigt werden, sowie an der erwahnten Zu-
nahme des leitfahigen Querschnitts iiber den Strahl-
rand hinaus, wodurch ja die Periodizitat gestort
wird.

3.2 Mach-Zahl- und Druckmessungen

Um iiber diese Beobachtungen hinaus einen quan-
titativen Vergleich von Theorie und Experiment zu
gewinnen, wurden Macu-Zahl und Druckverteilung
in der Strahlachse gemessen.

Die Macu-Zahl wurde aus der Stof3wellenneigung
an einer kleinen wassergekiihlten Kegelsonde be-
stimmt. Messungen von TemPELMEYER und Dicks !
lassen vermuten, daf} sich die Argonplasmastr6mung
in guter Naherung durch einen Isentropenexponen-
ten y=1,67 beschreiben 1dt. Wegen der niedrigen
Dichte insbesondere bei hohen Stromstiarken konnte
die MacH-Zahl mit dieser Methode nicht im ganzen
Strahl, sondern nur direkt an der Diisenmiindung,
wo ein hoherer Druck herrscht, gemessen werden.

11 K, E. TempeLMeyer U. J. B. Dicks, ARO Rep Nr. 632 031.
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Abb. 13 zeigt die so gewonnenen Maca-Zahlen
an der Disenmiindung als Funktion der Strom-
stirke durch den Strahl. Die Macu-Zahl sinkt zu-
nachst stark ab, was auf die Heizungswirkung des
dufleren Stromes in der Diise zuriickzufiihren ist.

4 T T

M

0 1
0 10

1
20 (1/A)2 3010*

Abb. 13. Macu-Zahl am Diisenende (dicke Kurve) und mitt-

lere Macu-Zahl im Strahl (diinne Kurven) bei verschiedenen

AuBlendrucken als Funktion des Quadrats der Stromstarke im
Strahl.

Bei etwa 500 A erreicht die Macu-Zahl am Diisen-
ende ein Minimum und steigt danach wieder mit
wachsendem Strom an. Das bedeutet, dal oberhalb
500 A die magnetische Beschleunigung in der Diise
die Heizungswirkung des Stromes iiberwiegt.

In die Theorie geht die mittlere Macu-Zahl im
Strahl ein. Diese wurde aus der Macu-Zahl und
dem Druck am Diisenende unter Annahme isentro-
per Expansion abgeschatzt. Die so erhaltenen Werte
der mittleren Macu-Zahl im Strahl fir verschiedene
Auflendrucke sind in Abb. 13 als Funktion der
Stromstérke mit eingezeichnet.

Die statische Druckverteilung auf der Achse wurde
mit einer bootsférmigen Sonde gemessen, die empi-
risch so entwickelt wurde, dafl die Messung durch
Stoflwellen nicht verfalscht wird.

Die Abb. 14, 15 und 16 zeigen in normierter
Darstellung die gemessene Druckverteilung bei
2 Torr mit 100, 200 und 400 A durch den Strahl.
Der Ubergang vom periodischen zum nicht-periodi-
schen Strahl vollzieht sich demnach im Experiment
wie schon unter 3.1 erwahnt durch zunehmende
Diampfung der Druckwellen. Bei 500 A kann gerade
noch ein Druckmaximum nachgewiesen werden, bei
600 A ist keine Verdichtung mehr festzustellen.
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Abb. 14. Normierter Druckverlauf in der Achse des Strahls
bei 2 Torr und 100 A.
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Abb. 15. Normierter Druckverlauf in der Achse des Strahls
bei 2 Torr und 200 A.
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Abb. 16. Normierter Druckverlauf in der Achse des Strahls
bei 2 Torr und 400 A.

Ahnliche Kurven wurden bei verschiedenen ande-
ren Auflendrucken p, aufgenommen. Danach erweist
sich die Druckverteilung im Strahl als sehr stark
abhéngig von p, . Bei 1 Torr ist ein Strom von etwa
400 A die obere Grenze, bei der gerade noch eine
Druckerhhung nach einer Wellenldnge festgestellt
werden kann. Bei 4 Torr dagegen ist noch bei 1000 A
der erste Druckberg nachzuweisen.
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Abb. 10. Aufnahme des Strahls bei 2 Torr und 100 A.

.11. Aufnahme des Strahls bei 2 Torr und 200 A.

12. Aufnahme des Strahls bei 2 Torr und 600 A.

Zeitschrift fiir Naturforschung 21 a, Seite 1268 a.
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Um auch einen Vergleich beziiglich der Cowring-
schen Zahlen durchzufiithren, wird Gl. (42) mit
M=v,/c und c>=np,/o, sowie mit I=joR*=n
umgeformt in

C=ul?/(2M2np, R2n?).
Gl. (50) enthalt dann nur bekannte GroBen und ge-

stattet daher einen quantitativen Vergleich. Abb. 17
zeigt die so experimentell erhaltenen Mefwerte fiir

(50)

40 T T T 1
A — theor. Kurven
R A exp, M=25

® exp., M=2

30 - 4

0 1 L

1
0 02 04 06 C o8

Abb. 17. Vergleich von theoretischen und experimentellen
Werten der Wellenldnge aufgetragen iiber der Cowvringschen
Zahl C.

die Wellenldnge als Funktion von C sowie die theo-
retischen Kurven. Die Melwerte liegen etwas unter-
halb der zugehorigen theoretischen Kurve, was auch

1500 T T T
19 — theor. Kurve
A e exp.
1000 1
L]
500 - —
L
o 1 1 1
0 1 2 pg [Torr) 4

Abb. 18. Vergleich der kritischen Stromstirke Iz (Ubergang

vom periodischen zum nicht-periodischen Strahl) zwischen

Theorie (Kurve) und Experiment (Punkte) in Abhédngigkeit
vom Druck.
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schon in der Gasdynamik beobachtet wurde. Das
Ansteigen der Wellenldnge mit wachsendem C wird
zundchst gut wiedergegeben. Im Experiment ver-
schwinden jedoch die Druckberge schon bevor die
theoretische Grenze des periodischen Strahls erreicht
ist.

Gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Ex-
periment ergibt ein Vergleich der Druckabhangigkeit
des kritischen Werts des Stromes I, bei dem der
Ubergang vom periodischen zum nicht-periodischen
Strahl erfolgt. Diese theoretischen und experimen-
tellen Werte fiir /; sind in Abb. 18 dargestellt.

4. SchluBbemerkung

Zusammenfassend kann gesagt werden, daf} sich
sowohl aus theoretischen als auch aus experimentel-
len Untersuchungen ein entscheidender Einfluf ma-
gnetischer Krifte auf die Druckverteilung in einem
Uberschallplasmastrahl mit axialem Strom ergibt.
Ab einer bestimmten Grenzstromstarke zeigt der
unterexpandierte Strahl nicht die aus der Gasdyna-
mik bekannten periodischen Verdichtungen. Die ma-
gnetischen Kréfte filhren zum Parallelstrahl, wirken
also wie eine verlangerte Lavar-Diise, und zwar
selbst bei sehr hohen Druckdifferenzen zwischen p;
und p,, wo im Gasstrahl Verdichtungsstofe, die
starke Verluste mit sich bringen, auftreten. Somit
kann ein wesentlicher Teil der Expansion in das
Gebiet vor der Diise verlegt werden, wodurch die
Wirmeverluste in der wassergekiihlten Diise umgan-
gen werden konnen. Hinzu kommt eine zusétzliche
magnetische Beschleunigung in dem Aufweitungs-
gebiet vor der Diise. Da ferner im Strahl eine starke
Erhchung der elektrischen Leitfahigkeit durch den
durchgehenden Strom ereicht wird, eignet sich diese
Anordnung zum Studium magnetogasdynamischer
Effekte. Es erscheint moglich, magnetische ReyNoLps-
Zahlen von R;,>1 zu erzeugen, was bislang nur mit
StoBwellen erreicht wurde.

Herrn Prof. Dr. H. Makcker danke ich fiir seine
Unterstiitzung sowie fiir wertvolle Anregungen. Herrn
Dr. Tu. Perers bin ich fiir sein Interesse an der Arbeit
und fiir vielfache Hilfe zu Dank verpflichtet. Die Arbeit
wurde von der Deutschen Forschungsgesellschaft gefor-
dert.



